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RESUMEN

En este trabajo, se introduce un nuevo concepto de solucién
de EDP eliptica no lineal (solucién renormalizada) que susti-
tuye al concepto de solucién débil habitual cuando el se-
gundo miembro estd sélo en L!. Se demuestra un resultado
de existencia y unicidad de solucién.
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Préface

Au cours du mois de mai 1992 j’ai eu la chance d’étre invité a I’'Université de Séville
pour une période de deux semaines. Ce séjour fort agréable m’a donné I’'occasion non
seulement de visiter cette ville et I’Exposition Universelle, mais encore de donner
des cours sur I'homogénéisation, la compacité par compensation et les solutions
renormaliseés d’équations elliptiques.

Les notes qui suivent reprennent les cours que j’ai donnés sur le dernier sujet.
C’est la un événement nouveau a deux titres. D’une part, elles représentent la
premiere version imprimée de résultats obtenus en collaboration avec Pierre Louis
Lions au printemps 1990 et qui, malgré leur caractere novateur, n’ont pas encore
eté publiés par ailleurs. D’autre part, il s’agit la de ma premiere publication en
espagnol !

Ces notes ont été rédigées par B. Climent, et révisées par E. Fernandez—Cara.
Qu’ils en soient tous deux remerciés. Que soient aussi remerciés Juan Casado—Diaz,
Tomas Chacén, Enrique Fernandez—Cara et José D. Martin-Gomez pour m’avoir
invité a Séville et y avoir rendu mon séjour aussi agréable.

Paris, le 15 février 1993.



Prefacio

En el mes de mayo de 1992 tuve la suerte de ser invitado, durante dos semanas,
por la Universidad de Sevilla. Esta estancia tan agradable me permitié no sélo
visitar la ciudad y la Exposicion Universal, sino también impartir varios cursos
sobre homogeneizacion, compacidad por compensacion y soluciones renormalizadas
de ecuaciones elipticas.

Las notas siguientes recogen el tltimo de los temas tratados. Es algo nuevo en
dos aspectos. Por una parte, representa la primera versién escrita de los resultados
obtenidos, en el verano de 1990, en colaboraciéon con Pierre Louis Lions, que, a
pesar de su caracter innovador, no han sido todavia publicados. Por otra parte, es
mi primera publicacién en espanol !

Estas notas han sido redactadas por B. Climent, y revisadas por E. Fernandez—-
Cara. Reciban ambos mi agradecimiento. Asimismo, quiero dar las gracias a Juan
Casado—Diaz, Tomas Chacén, Enrique Fernandez—Cara y José D. Martin—-Gomez
por haberme invitado a Sevilla y haber hecho mi estancia tan agradable.

Paris, 15 de febrero de 1993.



1 INTRODUCCION

En este trabajo, se considera el problema de contorno

(1.1)
u = 0 sobre 09,

{ V- (AVu) =V -d(u)+Iu = f enQ,
donde 2 € RY es un abierto acotado, N > 2, A € LOO(Q)NQ, A > al con a > 0,
A>0, & € WEP(R)N (sin hipétesis de crecimiento) y f € L'(€).

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente

Teorema 1.1 Eziste una unica funcion u, solucion del problema anterior en un

sentido que precisaremos mds adelante (cf. Definicion 2.1), que depende continua-
mente de f € L'(Q).

Utilizando la Definicion 2.1, el problema esta entonces bien planteado en el sen-
tido de Hadamard.

Nota 1.1 En general, tenemos un problema no lineal, pero incluso en el caso
lineal (& = 0) obtendremos resultados interesantes, como unicidad de solucién en el
sentido de la Definicién 2.1.

Nota 1.2 En relacién con este problema, encontramos ya una primera dificultad
fundamental: Dado que tan sélo f € L*(£2), la solucién no tiene por qué pertenecer
a H}(Q). En efecto, veamos que ni siquiera cuando ® = 0 tiene sentido esperar tal
cosa. En este caso, el problema se reduce a

{—V-(AVU)+>\U = f en(, 19

u = 0 sobre 0f2.
El operador u — —V - (AVu) + Au es un isomorfismo entre H}(Q) y H~1(Q).
Ahora bien, existen funciones de L*(2) que no pertenecen a H () para N > 2; en
consecuencia, la solucién de (1.2) no puede, en general, pertenecer a H}(2). Veamos

pues que es necesario precisar el espacio en el que esta la solucién. Se puede de-
mostrar (cf. Boccardo-Gallouet [4],[5] y la Nota 2.5 mds abajo) que ésta pertenece

a Wy(Q) para cada g <

N1 Daremos sin embargo mas adelante una definicion
mas precisa del espacio en el que demostraremos existencia y unicidad de solucién.

Nota 1.3 Una segunda dificultad que aparece en (1.1) consiste en dar un sentido
a la ecuacién y, en particular, a ®(u), para poder hablar propiamente de V - ®(u).



Obsérvese que, atin suponiendo que la solucién u € H}(2), no tiene por qué ocurrir

que ®(u) esté en L} ()N, Harfa falta, en principio, una hipdtesis de crecimiento
. 1 1 1
sobre ®. En efecto, sabemos que Hj(Q)) — L* (Q) , donde > =3 N si N >3

y 2* es cualquier nimero finito si N = 2. El procedimiento habitual para conseguir
dar un sentido distribucional a ®(u) para cada u € Hj(€2) se basa en imponer que
® verifique una desigualdad del tipo |®(u)] < C (1 + |u 2*) . En tal caso, |®(u)]
serfa una funcién medible acotada por una funcién de L'; por tanto, se tendria que
d(u) € LM(2)N yla divergencia V-®(u) podria ser definida en la forma distribucional
habitual:

<V -®(u),p >=— < ®(u),Vp >:—/Q (Z@Au)?{i) Vo € D(N).

No obstante, no sera éste el camino. Seguiremos sin imponer a ¢ hipo6tesis de crec-
imiento. Esto va a estar relacionado con el sentido que se daréd a la ecuacion (1.1),
que no serd el sentido débil habitual (sentido de las distribuciones). Utilizaremos en
efecto, una clase de funciones “test” més grande que D(2) que contendré funciones
no lineales que dependen de la propia solucion. Esta definiciéon nueva es importante
incluso cuando ® = 0, porque permite llegar a resultados de unicidad.

Nota 1.4 El problema que se presenta aqui es lineal, al menos en lo que concierne
a su parte principal =V - (AVu) + Au, pero los resultados que siguen pueden ser
obtenidos con las mismas técnicas para operadores de Leray-Lions —V - F'(z, u, Vu)
(continuos en u y monétonos en Vu) que operan de Wy(Q) en su dual W17 (Q)
para un cierto p con 1 < p < +o0. Para los resultados de unicidad, es necesario
anadir a las hipotesis clésicas de Leray-Lions una hipdtesis de Holder-continuidad
en u.

Se puede demostrar de hecho la existencia de solucién (en el sentido de la
Definicién 2.3) para cualquier A > 0. La unicidad es cierta para A > 0 cuando
® =0y cuando —V - F(z,u, Vu) no depende de u.

Nota 1.5 El concepto de solucién renormalizada (cf. la seccién siguiente) fue
introducido por R. DiPerna y P.L. Lions en el contexto de la ecuacion de Boltz-
mann. El resultado que se presenta aqui se debe a P.L. Lions y F. Murat [7]. Los
primeros resultados de existencia en un marco andlogo (f € H~()) fueron dados
por Boccardo, Diaz, Giachetti y Murat en [2] y [3].



2 SOLUCIONES RENORMALIZADAS

En lo que sigue utilizaremos las funciones “truncantes” Tk : R — IR, definidas como
sigue:

—K sit<-—-K,
Tx(t) =< t si—K <t<K,
K sit> K.
TK(U)
K _______ I
- K i v
| K
] ~K

Supongamos €2, A, A\, ® y f dadas en las condiciones de la seccién precedente.

Definicién 2.1 u se dice solucién renormalizada de (1.1) si:

1. u wverifica lo siguiente:
ue LY(Q),
Tx(u) € HY}(Q) VK >0,

—/ |Vul? — 0 cuando n — oo.
n Jn<lul<2n

(2.3)

2. Para todo K > 0 y para todo 3 € W**(IR) con 3 de soporte compacto y
contenido en [— K, K],

debe tenerse

-V - (B'(u)AVu) + 3" (u)Vu - AVu
=V (F(u)®(u)) + " (w)Vu - (u) (2.4)
+Auf'(u) = fB'(u) enD'().

Nota 2.1 Veamos que si u verifica (2.3) y # es como antes, todos los términos
de (2.4) son verdaderamente distribuciones:
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(i) Como Sop (f') C [-K, K], tenemos ['(u)AVu = '(Tk(u))AVTk (u). Luego

B (u)AVu € L*(Q)N Y V- (B (u)AVu) € H Q).

(ii) Como B'(Tk(u)) € H (), se tiene
B"(w)Vu-AVu = B"(Tk(u))VTk(u) - AVTk(u)
= VB'(Tk(u)) - AVTk(u) € L'(Q).
(iii) De nuevo, podemos escribir 3'(u)®(u) = ' (Tk(u))P(Tk (u)). Tenemos que
O(Tx(u)) € HY(Q)N (M L* Q)N

y, en particular,

0D (T (u)) 0Tk (u)
donde el primer factor estd en L>(Q)" y el segundo en L?(Q). Asi, también
se tiene que 3 (u)®(u) € H Q)N N L)Y y =V - (8 (u)®(u)) € L*(Q).

= (T (u))

(iv) Dado que B"(Tk(u)) € L>(Q),

B (u)Vu - @(u) = 5"(Ti (u)) VT (u) - &(Ti(u)) € L*(Q).

(v) Auf'(u) = ATk (u) ' (T (u)) € L=(2).
(vi) f6'(u) € L1(Q).

Nota 2.2 Una definicién equivalente se dard en la seccién 5 (Definicién 5.1).

Nota 2.3 En principio, (2.4) es una igualdad en D’(§2). No obstante, dado
que todos los términos que aparecen (salvo posiblemente el primero de ellos) son
realmente funciones de L'(€2), deducimos:

e Siu es solucion renormalizada de (1.1) y [ estd en las condiciones precedentes,

entonces V - (3 (u)AVu) € L'(Q),

e En tales condiciones, la igualdad (1.1) ha de cumplirse en el sentido de L(2),
es decir c.p.d. en €.

Nota 2.4 Para obtener la expresion (2.4) lo que se hace es partir de la EDP de

(1.1), multiplicarla puntualmente (sin integrar por partes) por #'(u) (con [ arbitraria
pero en las condiciones precedentes) y efectuar célculos formales. Asi,

—B W)V - (AVu) — B(w)V - B(u) + A (w)u = [ (u) (2.5)
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Formalmente

V- (3 () AV = Y 2 WAV Av“>

k Tk

= " (u)Vu- AVu + f'(u)V - (AVu).

Luego
—B'(uw)V - (AVu) = =V - (§'(u)AVu) 4 8" (u)Vu - AVu.

Anéalogamente,

B W)V - @(u) = =V - (B'(w)®(u)) + 5" (u)Vu - &(u)

y obtenemos formalmente (2.4) a partir de (2.5).

Nota 2.5 En el caso particular en que & = 0, veamos que, si u es solucion
renormalizada, entonces es solucion débil en el sentido siguiente:

e W) Vg<—— (2.6)

N—-1’
—V-AVu+ A u=f enD(Q). (2.7)

Obsérvese que, si (2.6) es cierto, entonces AVu € L4(2)" y, por tanto, cada término
de (2.7) tiene sentido.
Demostraremos en primer lugar (2.6). Sea

E;={zeQ; 2 <|u(x)] <27t}
para cada entero j > 1. Entonces, de (2.3) se deduce en particular que

/ |Vul? < Cy2?  Vj>1 (2.8)
Ej

par alguna constante Cj. Sea ¢ tal que 1 < ¢ < N1 (por tanto, g <2y g < N).

2
Utilizando la desigualdad de Hélder conp=— > 1y p = P
4q p—=

v () (L) s(@a) e

Para evaluar |E}|, definimos S; : R —— R como sigue:

T obtenemos que

(SIS

—2 si t < =2t
t4+20 si =2t <t < =20,
S;t)y=14 0 st -2 <t <
t—27 i 2 <t < Pt
21 si t > 20t




S
9i
9+l _9j i t
i 9 9itl
I _2]
. . 1 . .
Aplicando la desigualdad de Sobolev con — = ;- v N > 3,y 2% un numero
1
finito fijo (que elegiremos mas adelante tal que o + 373 < 0) si N =2, se deduce
q

de (2.8) que

G2 > [ [Val?= [ V5w

> O (/ 1S (u) 2*)2_* = Ca </ 2j2*> = Co2%|Ej |7
Q Ej

J

de donde

C Z 2%
B;| < (20—;) ToiE s>, (2.10)

De (2.9) y (2.10), obtenemos que
o [/ Co\NF 3 o
/ Vu|” < Cg27% ((2 —°> 2—3’%) — ¢, 2415 (-4)
Ej

donde C] sélo depende de Cy, Cq, v q. Pero

Jjqg .2 ( q> 22 (1 1 1 ,
5 % 2) =I5\ +3 Y(q,N)j

donde (g, N) > 0 tan sélo depende de ¢ y de N. Por ejemplo, cuando N > 3 se

ti V=l ( N ) Ll tant
1ene que = — . egamos por tanto a que
quey = (=7 ¢ gamos p q
IVl = / Ve + / V|t < / IVl + 0y 3 277N
/Q |u|<2 ; E; lu|<2 ;



Utilizando de nuevo la desigualdad de Holder, se obtiene

/|u§2 IVl = /Q VT3 (u)|* < </Q |VT2(u)|2>% [olk

Por otro lado,

Z 9-(a:N)j

Jj=1
es un numero finito que sélo depende de ¢ y de N. En consecuencia, queda probado

N
que para cada q € (1, ﬁ) existe una constante C, que sélo depende de €2, N,
¢, Co y [|To(u)]| gz, tal que

HUHW(}‘I <,

Esto conduce a (2.6) (y proporciona una estimacién de la norma de u en W, 4(Q)).
Probemos a continuacién (2.7). Sea L,, : R —— R la funcién siguiente:

0 si t < —2n,

t

—+2 si —2n < t < —n,

n

L,(t)y=<1 si —n < t < n, (2.11)

t

—— +2 sl n < t < 2n,
n

0 si t > 2n

1 L,(t)
—2n -n n 2n t

y supongamos que (3, viene dada por:



Nétese que |G (u)] < 1y fl(u) — 1 cp.d. en Qsin — +oo. De acuerdo con el
Teorema de Lebesgue, se tiene lo siguiente cuando n — +o00:

B (u)A-Vu — A-Vuen LI(Q)Y,
ufBl (u) — uen L'(Q),
fB,(u) — f en L}(€).
Por otro lado, como

1
18w V- AVulls < A=~ [ | Vul?
n Jn<lu|<2n

es también cierto que 8/ (u)Vu - AVu — 0 en L'(Q) si n — +oo. Eligiendo 3 = 3,
en (2.4) y pasando al limite cuando n — 400 y ® = 0, se obtiene (2.7).
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3 EXISTENCIA DE SOLUCION RENORMALIZADA
(PRIMERA PARTE DE LA DEMOSTRACION
DEL TEOREMA 1.1)

A continuacion, presentamos una demostracion de la existencia de solucién renor-
malizada del problema (1.1). Consta de varias etapas.

Etapa 1: Introduccién de las soluciones aproximadas.
Consideramos, para cada € > 0, el problema aproximado

—V - (AVu®) = V- P°(uf) + Au® = f° en (),
u® = 0 sobre 09,

donde ®° esta definida por
(1) =D(TL(t)), VteR,

€

y
f £ = Tl/é(f )

Nétese que f& € L>®(Q) y que ®°(v) € L>®(Q)Y cualquiera que sea v : 2 — R
medible. Veamos que (3.1). posee al menos una solucién u® € Hg () (al terminar
esta etapa, veremos que u® € L*(Q) y que ®°(u®) = ®(u)). Para ello, utilizaremos
un argumento de punto fijo (Teorema de Schauder). Asi, introducimos el operador
R?, definido de L*(9) en si mismo como sigue: Para cada v € L*(2), se plantea el
problema

V- (AVu)+u = f+V-9°(v) en,
u € H(Q).
Dado v € L*(Q), tenemos que f¢ + V - ®°(v) € H~1(Q) y de acuerdo con el Lema

de Lax-Milgram, el problema precedente posee una tnica soluciéon u € HJ(2), que
denotaremos v = R*(v). Obviamente, R = R3 o Ry o R, donde

a) R; es la aplicacién definida por
Ri(v) = ff+V-®(v) YoeL*Q).
Dado que ®¢ es globalmente Lipschitziana (con constante de Lipschitz igual a
la de ® en [—1/Ae,1/Xe]), v — ®°(v) es una aplicacién continua de L*(2) en
L*(Q)" (de hecho, de L*(Q) en cualquier LP(2)Y con p finito; cf. la desigual-

dad (3.13) mds abajo). En consecuencia, RS aplica de forma continua L*(9)
en H=1(Q).
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b) R, estd definida como sigue: Para cada g € H1(2), w = Ry(g) si y sélo si
—V- - (AVw)+ X w = g en €,
w € Hi(Q).

Es bien sabido que Ry es un operador lineal continuo bien definido de H ()

en H}(Q).
c) Rj3 es la inyeccién (compacta) de H}(Q2) en L?*(Q).

Por tanto, R° es una aplicacién continua del espacio de Hilbert L?(2) en si
mismo. Ademds, es claro que R* aplica todo L?*(€2) en una bola de L?(2); de hecho,
R: aplica L?(f2) en una bola de H~1(f2) gracias a que, para cada s € IR,

‘(I)E(S)| S max‘t|§1/>\5\®(t)|. (313)

Finalmente, R° es compacta puesto que Ry o R5(L?*(€2)) estd contenido en una bola
de H}(Q) y R3 es compacta. Gracias al Teorema de Schauder, existe al menos un
punto fijo de R?, es decir una solucién u° de (3.1)..

Para finalizar este apartado, probemos a continuacién que cada u® € L®(Q2) y
que

1
lullzee < SNl = Ce (3.14)

para cada € > (. Esto es consecuencia de la forma débil del Principio del Méaximo
aplicado a (3.1).. En efecto, veamos (por ejemplo) que

u® <C. c.p.d. en . (3.15)
Basta introducir la funcién

v, = (u* —C;),

que pertenece a H} () y que, utilizada en la formulacién débil, conduce a la igualdad

/Q AV - Vo, + /Q O (u) - Vo, + A /Q v, = /Q feu,

Claramente,

/AVuf Vo, = / AV, - Vo, > allv|:
Q Q 0

A/ 5*:>\/ 2 A/CHZA 112, 5200/*
v =2 [0 X [ G = Mol + 11 [ 0

12



Por otra parte, si ponemos

(0°), / O () lscyds  VEER

\I/i = ((\I’i)1 ) (\I/i)Q ) (\Di)N) s
resulta que
D% (u) - Vo, = Lyescy O (uf) - VU = (\I/i)' (u®) - Vu® =V - s (u)

(cada uno de los términos escritos pertenece a L?(€2), el célculo es valido ya que u® €
H}(Q) y ¥ € WH°(R)"). En consecuencia, gracias al Teorema de la Divergencia,

/@6 Vo, = /v T (u ):/ V() - dS = 0.
o0
Por tanto,
allvdllip + Allvallze < /Q (f* = F ) v <0
y vy = 0 c.p.d., esto es se cumple (3.15).

Como || f¢]|p= < —, se ha demostrado que
£

1

15
ol <

y, puesto que ®°(t) = & (Tl/,\a(t)), se tiene que ®°(u°) = ®(u°). En consecuencia,

para cada ¢ > 0, existe al menos una solucién u € H}(Q) N L>(Q) del problema

—V - (AVu®) = V- P(u) + Au® = f° en Q, (35)
u® = 0 sobre ). e
Etapa 2: Estimaciones de las soluciones aproximadas.
Veamos en primer lugar que
75 (u) 7+ M T ()72 < K1F 20 (3.17)

para cada ¢ > 0y cada K > 0. Utilizando Tk (u), que pertenece a Hj (), en la
formulacién débil de (3.5)., obtenemos:

/ AV - VT (i) + / VTR(6) + A / U T (u) s

—/faTK ) < W NelTre ()l pee < I Fllr K
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Por otro lado,
/ AVE - VT (u / AVTy(6) - VTx (1) > al| VT (1)) 22 (3.19)

y también se tiene que
/Q O(uf) - VT (uf) = 0 (3.20)

En efecto, tomando ahora

(Tx), (t) = /0 "by(s)Th(s)ds  VtER

Vi = (k)1 (Yk)as- - (TK)y) s
obtenemos que
V- Ug(uf) = (Ug) (u) - Vu = Tp(u®)®(u) - Vu' = ®(uf) - VT (u);

aplicando de nuevo el Teorema de la Divergencia, resulta que

/Q () - VT (u /V W (u :/ Wg(u®) -ndS =0

(la igualdad (3.20) es cierta incluso si Q no es regular porque, como u® € H}(1),
esta funcién puede ser aproximada por funciones ¢ € D(2)). Observamos ademés
que

[ T = [ Ticu) P = |Ticlu) 32

De aqui, recordando (3.18)—(3.20), obtenemos (3.17).

1
A continuacién, intentaremos acotar las cantidades — / |Vus|?. Para ello,
n Jn<jus|<2n

introducimos las funciones 5, : R —— IR, definidas como sigue:

-n si t < —2n,
t+n si —2n < t < —n,
Sp(t) =14 0 si —n < t < n, (3.21)
t—n si n < t < 2n,
n si t > 2n.

14



—2n —-n

0)

Noétese que S, (t) = Ta,(t) — Tn(t). Cada S, es Lipschitziana y S,(0) = 0. Si
v € HY(Q), entonces S,(v) € Hi(Q). Ademés, para cada e > 0y cada n > 1, se
puede utilizar S, (u®) como funcién “test” en la formulacién variacional de (3.5).; se
obtiene que

/ AVUE - VS, (uF) + / O° (1) - VS, (u°) + A /Q WS, () = /Q £, (3.22)

Obsérvese que V.S, (u®) = S, (u°) - Vu® y

oy )1 st n<|s| < 2n,
S"<8)_{0 sio|sl<n 6 |s|>2n.

Por tanto,

/ AVUE - VS, ( / S (1) AV - Vil

> oz/ S/ (uf)|Vur|? = a/ |Vue|?
<|uf|<2n

Por otra parte, procediendo como en la demostracién de (3.20), es decir escri-
biendo el integrando ®(u®) - V.S, (u®) como la divergencia de una cierta funcién

e (uf), llegamos a que
/Q<I>5(u5) VS, (uF) = 0.

/QueSn(ua) > 0.

Luego, a partir de (3.22), obtenemos que

O B S o = B PR
n<lus|<2n jus|>n jus|>n

15
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es decir
1 1

n /n<|u6|<2n ‘vu€|2 S a ‘f| <323>

n a Jus|>n

Etapa 3: {u°} es una sucesién de Cauchy en L'(Q).
Sean u® y u" soluciones de los correspondientes problemas aproximados (3.5). y
(3.5),. Entonces

=V - (AV (v = u")) =V - (P (u°) — D (u)) + A (u® — ) = f©— f" (3.24)

en D'(2). Introduzcamos la funcién ¥ : R — IR, definida como sigue:

—1 sis< -9,
1
Ys(t) = stosi—6<t <y, (3.25)
1 sit> 4.
Obviamente,
1
Ys(t) = ng(t) vVt € R.
Ys(t)
1 I
| t
—4 | 5
/1
. .. 1
De nuevo, Y5 es Lipschitziana y ¥5(0) = 0; ahora tenemos que Xj = g]l[_(;’g].

Ademas, puesto que u¢ — u" € H} (), se tiene que Xs(u® —u") € H}(Q) y

Vs (u® —u") =35 (v —u") V (u —u").
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Gracias a (3.24),
/QZZ; (u® —u") AV (u® —u") - V (u° — u")
+ /Q S (0 — ) ( (uF) —  (u")) - V (uF — u") (3.26)

+A/Q(uf—u")25<u€—un):/Q<f€—fn)25<u€—un>.

Estudiemos el comportamiento de cada uno de estos términos. El primero de
ellos es evidentemente no negativo. El segundo coincide con

1

) |us —un| <8

(P (u) —D(u")) -V (u®—u").

Como P es localmente Lipschitziana, para
M(e,n) = Max {[[u"| oo, [[0"]] e}
podemos afirmar que
1D (u®) — @ (u")| < k(e,n)|u” —u"| c.p.d. en

para alguna constante k(e,7n) que sélo depende de M (e,n). Luego

< ki) [ IV (" = u") .

|us —un| <8

‘/Q S (0 — u?) (@ (uF) — @ (u) - V (uf — u)

Dado que, cuando v € HY(Q), Vv = 0 c.p.d. en {z|v(x) = 0}, deducimos que para
e y n fijos esta ultima integral tiende a 0 cuando 9 — 0. En consecuencia,

/923 (u® —u") (P (u) — @ (u")) -V (u° —u") — 0 cuando § — 0. (3.27)

Por otra parte, es suficiente aplicar el Teorema de Lebesgue (|35(t)] < 1, V)
para demostrar que

A/Q (wf — u") S5 (uF — u") — AJjuf — u"||,; cuando & — 0. (3.28)
Por 1ltimo, obsérvese que
L= s —un < [ 157 = £ = 167 = 700 (3.29)
A partir de (3.26), (3.27), (3.28) v (3.29), obtenemos que

Ml =l < 175 = 7 (3.30)
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y esto cualesquiera que sean € y 1. Si e, — 0, entonces || f¢ — f"||;. — 0; luego
{uf} es una sucesién de Cauchy en L'().

Nota 3.1 Obviamente, (3.30) demuestra que, cuando f € L*(2), hay unicidad
de solucién débil (u € Hj(2) y la ecuacién entendida en el sentido de las distribu-
ciones) de (1.1).

Etapa 4: Extraccién de una subsucesiéon convergente.
Existe una funcién u € L'(Q) tal que
u® — uen L'(Q).

Extrayendo una subsucesién (si hiciera falta y, en tal caso, la subsucesién seria
superindicada de nuevo con ¢), podemos afirmar que u® — u c.p.d. en 2. Ademas,
como v — Tk (v) es continua de L(Q) (fuerte) en LP(2) (fuerte) para cada p finito
y ||TK(u€)||§{é < K| f|lzr (cf. (3.17)), es claro que la sucesion verifica

T (u) — T (u) en Hy(Q)-débil VK > 0.

Etapa 5: El limite u cumple (2.3).
Sabemos que u € L'(Q) y que Tk (u) € H}(Q) VK > 0. Veamos a continuacién que

1
—/ |Vul?> — 0 cuando n — oo.
n Jn<|u|<2n

Para ello recurriremos a (3.23). Obsérvese que podemos escribir que

oo 12 n n/
\V4 _ \V/ < = — e .
/Q | Sn(u )| = /nSuESQn | u | > /uf|2n |f| 0 |f| ]l{lu [>n} (3 31)

Pero
i sup duejzny < Lgujzny -y B SUD ] Dgjusyzny < 1] Dgjugzm
c.p.d. en €. Luego, gracias al Lema de Fatou,

timsup [ |f1< [ 1] (3.32)
lus|>n [u|>n

e—0

Por otra parte, esta claro que
Sp(u) — S,(u) en Hy(Q)-débil.

De (3.31) y de la semicontinuidad inferior de la norma, se obtiene por tanto que

/ |Vu|2:/ V.S, (u)[? gnmmf/ VS, ()2
n<|u|<2n Q e—=0 Jo

< Simswp [ 1<,
(67 |u|>n

e—0 |[ug|>n (67

(3.33)
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de donde resulta lo que queriamos demostrar ya que / |f| — 0 cuando n — oc.
|lu|>n
Etapa 6: Paso al limite en (3.5). cuando ¢ — 0.
Multiplicaremos puntualmente por 3'(uf), siendo 3 € W2>*°(R) una funcién ar-
bitraria tal que Sop (8') C [—K, K], para un cierto K. Teniendo en cuenta que
B (uf) € H'(2) N L=(Q), se obtiene

{ =V - [ (w) AV + " (u®)AVu® - Vue — V - [/ (u®)D(uf)] (3:34)

+06"(u®)P(u®) - Vus + Mt f'(uf) = fe4'(u°) en D'(Q)

(es licito escribir esta igualdad ya que cada término tiene sentido al menos como
distribucion; recuérdese que u® € Hy(Q) N L>(Q)). Segin sabemos,

fe—f en LY Q) yecpd,

u® —u en LY(Q)ycpd,

() — B'w) cpd., con |F(u)] < |F]li cpd.,

T (uf) = Tx(u) en H}(Q) débil y c.p.d., con |Tk(v®)| < K c.p.d.

(3.35)

Intentaremos a continuacién pasar al limite en cada uno de los términos de (3.34).

A) El término f°f3'(u°):
Gracias al Teorema de Lebesgue,

fo8' (W) — fB'(w)  en L'(Q). (3.36)

B) El término Au®f’'(u®):
Anélogamente, dado que

w () = Tg (u) B (T (w9)),  uf'(u) = Tk (u)B'(Tk (u)),
por el Teorema de Lebesgue resulta que

At (uf) — M (u) en LP(Q) Vp € [1,+00). (3.37)

C) El término 3" (u®)®(u®) - Vu©:
Tenemos que
B (W) e(ut) - Vus = (T (uf)) - VB (T (u7)),
y
B (u)®(u) - Vu = (T (u)) - VB (Tk (u)).

Observemos que V3 (T (uf)) — V' (Txk(u)) en L?(2)N-débil. Esto es consecuencia
de que ['(Tx(uf)) estd uniformemente acotada en H'(Q) y de que converge c.p.d.
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hacia 3'(Tk (u)). Por otra parte, ®(Tk (u®)) — ®(Tk(u)) en LP(2) para cada p finito
(de nuevo como consecuencia del Teorema de Lebesgue). Se deduce que

B (u®)P(u®) - Vut — §"(u)®(u) - Vu  en LI(Q)-débil Vg € [1,2). (3.38)

D) El término V - (3'(u®)®(u?)) :
Sabemos que

F )P () = B'(Te(w)2(Tk (u7)),  F(w)P(w) = F'(Tr(u)2(Tk (u)).
También por el Teorema de Lebesgue,
B'(w) () — B'(w)(u) en LP(Q)Y  Vp € [1, +00),
de donde
V- (B w)®(u)) = V- (Fw)®w) en W Q) Vpell,+oo). (3.39)
E) El término V - (' (u*)AVu®) :
Dado que
B(u) AV = BT (w)AVTic(w?),  3(u) AV = B (Tic (u)) AV Tic (u),

VTx(u®) = VTk(u) en L*(Q)N-débil

BTk (u®)) — B'(Tx(u)) en LP(Q)Vp € [1,+00),

resulta que
B (uS)AVY — ' (u)AVu  en LI(Q)N-débil Vg € [1,2),
de donde también se tiene que
V- (B (w)AVY) = V- (B (u)AVu) en W 4(Q)-débil Vq € [1,2).

Etapa 7: Paso al limite en el término 3" (u®)AVu® - Vu® y conclusidn.
Supongamos por el momento que VT (uf) — VTk(u) en L2(Q)N (fuertemente), es
decir que hay convergencia fuerte en H}(Q) para Tk (uf). Esto serd probado en la
seccion 4. En tal caso, gracias a las igualdades

B"(uf)AVU® - Vu® = AVTk (uf) - VB (T, (uf)),
B"(u)AVu - Vu = AVTic(u) - V3 (Tye(u),
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tendremos que

B"(u)AVuFVuE — 3"(u)AVu - Vu  en L'(Q).

Usando (3.36)—(3.40), obtenemos
=V (B (Tx (u))AVTk (u)) 4 0" (Tr (u)) VT (u) - AVT (u)
—V - (B(Tx (u)(Tk (u))) + 8" (Ti (w)) VI (1) - D(Tr (u))

)
ATk (w) 5 (T (u)) =

(3.40)

fB' (Tk (u))

en el sentido de las distribuciones sobre 2. Esto prueba que u es soluciéon renor-
malizada de (1.1). Con ello termina la demostracién de la existencia de solucién

renormalizada.
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4 CONVERGENCIA FUERTE EN H/(Q) DE LAS
“TRUNCADAS” Ty (uf)

En esta seccién, vamos a demostrar el siguiente resultado de convergencia:
Teorema 4.1 Si u® es solucion de (3.5). entonces, para cada K > 0, se tiene que

Tr(u) — Tx(u) en Hy(Q) (4.41)
cuando € — 0.

Nota 4.1 Con un argumento similar al que sigue, puede probarse que si cada
fe € LY(Q), cada u® es solucién renormalizada de

-V (AVu®) = V- P(uf) + Au® = f° en Q,
(4.42)
u® = 0 sobre 0N
(en el sentido de la Definicién 2.1 con f cambiada por f¢) y, ademas,
fe— fen LY(Q), (4.43)

entonces de nuevo se tiene (4.41), donde u es una solucién renormalizada del prob-
lema (1.1). Dicho de otra forma, hay continuidad de la solucién renormalizada
respecto al segundo miembro.

Nota 4.2 Por supuesto, en la demostracién de (4.41), no usaremos que u es
solucién renormalizada de (1.1). De este modo, no hay falta de légica en la de-
mostracién de existencia.

La demostracion del Teorema 4.1 ha sido dividida en varias etapas. Durante
la misma, consideraremos un K > 0 fijo. De acuerdo con lo que ya sabemos, los

resultados de la secciéon 3 que preceden a la etapa 7 de la demostracion del Teorema
1.1 son validos.

Etapa 1. Recordemos que (cf. (3.18))

A}wwv&mﬂ+éywyvn@ﬂ+5émmmﬂ:Lfﬂ@ﬂ

Estudiaremos el comportamiento de cada término cuando € — 0. En relacién con el
segundo término, recordemos que en (3.20) hemos probado que

4¢wyvnmﬁ:o
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Como uTyk(uf) converge fuertemente en L'(€2) hacia uTx(u), el tercer sumando

tiende a A / uTy(u). Anédlogamente, dado que [Ty (u®) converge fuertemente en
0
LY (Q) hacia fTk(u), el segundo miembro tiende a / fTk(u). Escribiendo el primer
Q
término como / AVTk (u®) - VT, (u®), hemos obtenido:
0

/ AV - VT (u / FTrc(u) — A /Q T (1), (4.44)

Etapa 2. Sea w; = Tk (u)L,(u?), donde L, es la funcién dada por (2.11).
Evidentemente, wg € L>=(Q2). Ademds, w, € Hi(Q) ya que

Ve = L, (u®)VTx(u) + Tk (u) L, (u¥)Vus € L*(Q)N

y w; = 0 sobre 0Q (L, (u®) = 1 sobre 02 pero Tk(u) = 0 sobre 0f2). Por tanto,
podemos utilizar, w$ como funcién “test” en la formulacién variacional de (3.5)., lo
cual conduce a las igualdades

/AVu Vs +/ Vs +A/uw_/f” (4.45)
s decir
[ AV - Vi) L (1) + / (AVE - VL () T (1)
n / VT (u ) + / ) Tic (1) (4.46)

+A / = / feus
Q Q

A continuacién, analizaremos el comportamiento de cada término cuando, en
primer lugar, se hace tender € a 0 con n fijo y, después, se hace crecer n hacia oo.

A) Comportamiento del término / (AVu® - VT (u)) Ly (u®)
0

Debido a la definicién de L,,, se tiene que
/Q (AVE - VT (1)) Ln(uF) = /Q (AV Ton (4 - VT (1)) L (Ton (%))
Ahora bien, por el Teorema de Lebesgue,
Ly (Ton(u®))V Tk (1) — Ly (Ton (1)) VT (u) en L*(Q),

mientras que

VTy,(u®) = VTy,(u) en L*(Q)N-débil.
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Luego las integrales precedentes convergen cuando € — 0 hacia
/Q (AV Ty (w) - VT (1)) Loy (T (1)

cuando ¢ — 0. Para n > K, esta integral coincide con / AVTk(u) - VT (u). Es
0

decir, hemos demostrado que

lim lim | (AVu® - VT(u)) L (u) = /Q AV Ty (1) - VT (1), (4.47)

n—oo e—0

B) Comportamiento del término / (AVu® - VL, (u®)) Tk (u).
Q

Se tiene

/Q (AVE - VL (7)) TK(U)‘ _

/Q (AV - Vo) L’n(ue)TK(u)‘

1 Al K
< —/ (AVUE - Vus) | T (u)] < M/ IVus|? .
n Jn<jus|<2n n n<|uf|<2n
Pero (3.23) nos dice que
1 1
=8 DLt BV (4.48)
n Jn<|us|<2n Q J|ug|>n
y (3.32) implica
lim sup lim sup |f| < limsup |fl=0.
n—00 e—0 |ug|>n n—oo J|u|>n
Luego
lim sup lim sup ‘/ (AVu® - VL, (u)) TK<U)‘ =0 (4.49)
n—00 e—0 Q

C) Comportamiento del término / (®(u) - VTk(u)) Ly (u®).
Q

Obsérvese ahora que
(®(u®) - VT (u)) Ln(u®) = (@(T2n (u)) - VT () L (Ton (u))
y, por el Teorema de Lebesgue,
Ly (Ton (u%)) @ (Ton (u7)) — Ly (Ton () @(T2n(u)) en L*(Q)".

En particular, para cada n, resulta que

(@ (T () - VT () L) = [ (@(Ton () - VTic() L)

Q
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cuando € — 0. Ahora bien, si n > K, esta tltima integral vale lo mismo que

| @(Ti(w) - VTx(w).

que es 0. En efecto, si ponemos

(Tx), (t) = /0 "B(s)Th(s)ds  VtER

Ui = ((Yr)ys (Pr)ys- -y (Tr)y),
entonces
VU (Tk(u) = Vi (Tx(u) - VIk (u) = ©(Tk (u)) - VIk (u);

por el Teorema de la Divergencia, llegamos a que

/Q(IJ(TK(u)) VT (u /v ic(Tk(w) = [ i(Tie(w)n =0

(estos cdlculos son licitos, puesto que Tx(u) € H(Q) N L>®(Q); cdlculos andlogos
fueron realizados en la segunda etapa de la seccién 3). Hemos probados por tanto
que

lim | ®(u)VTk(u)L,(u®) =0 sin>K

e—0.JQ

D) Comportamiento del término / (P(u®) - VL, (u®)) Tk (u)
0
Se tiene

(@) VL)) Tic () = [ (@(Ton(u)) - VLa(Ton () Tk (1)

Es facil comprobar que VL, (Ty,(u?)) converge en L*(Q)N-débil hacia VL, (Ty,(u))
cuando ¢ — 0, para cada n (L, (Tb,(u?)) estd uniformemente acotada en H'(Q) y
converge c.p.d. hacia L, (T5,(u))). Teniendo en cuenta que

)

(T (1)) = ©(Ton(u)) en L),
resulta que
| (@(To0(w)) - VL (Tan(w))) Tie(w) = | (@(Tin(w)) - VLo Ton (1)) T ()

cuando € — 0. Pero esta ultima integral es de nuevo 0 si 2n > K, ya que se puede
escribir que Tk (u) = Tk (To,(w)) y

(D(Ton (1) - VLn(Ton () Tic(u) = V - Wy g (Ton (1),
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donde
(T (t)), = /0 ®(s) L' (5)Twc(s)ds Vi€ R.

7
De lo anterior deducimos que,

li_{% A (P(u®) - VL, (u®)) Tk (u) =0 paran > K/2. (4.50)

E) Comportamiento de los términos )\/ (T / frws.
Q Q
Es facil probar que
lim lim | v w] :/uTK(u) (4.51)
Q

n—+ooe—0 ./
¥y que
lim lim / fows = / FTic(u). (4.52)
Q Q

n——+oo e—0

En efecto, para cada n fijo |u®L, (u®)Tk(u)| < 2nK y por el teorema de Lebesgue
u Ly (u) T (u) — uly, (u)Tx (u) en LY(S)
cuando € — 0.

Teniendo en cuenta cudl es comportamiento de cada término de (4.46), con-
cluimos que

/Q AV Ty (0) VT () + A /Q Ty (u) = /Q FToc(w).

Esta igualdad, junto con (4.44), lleva a lo siguiente:
/ AV Ty (@) - VT () — / AVT (u) - VTx (1),
Q Q

Dado que

1

U, W —(A+ AN T-w
(v,w)—>/92( + A U W
es un producto escalar en L?(Q)" equivalente al producto habitual, la convergencia
que precede deja probada la convergencia fuerte de V7T (u) en L*(Q)" y el Teorema

4.1 queda demostrado.
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5 DEMOSTRACION DE LA UNICIDAD DE SOLU-
CION RENORMALIZADA (SEGUNDA PARTE
DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
1.1)

Comenzaremos esta seccion dando una nueva definicién de solucién renormalizada:

Definicién 5.1 u se dice solucion renormalizada de (1.1) si:

u € L),
Tx(u) € HY(Q) VK >0, (5.53)
— |Vul* — 0 cuando n — oo,
n Jn<|u|<2n
y verifica _ _
/AVu-Vw—l—/<I>(u)~Vw+>\/uw:/fw (5.54)
Q Q Q Q

para cualquier w € HYH(Q) N L () tal que para un cierto K (dependiente de w) sea
Vw =0 c.p.d. en{z; |u(z) > K}.

Teorema 5.1 Las Definiciones 2.1 y 4.1 son equivalentes.

Nota 5.1 Este resultado justifica que se haya empleado la misma terminologia
(solucién renormalizada) en las dos definiciones.

Nota 5.2 Cada término de (5.54) tiene sentido. En efecto, el primero (teniendo
en cuenta las propiedades de w) puede ser escrito como sigue:

AVu - Vw = AVTg(u) - Vw.

Como VTk(u) y Vw estdn en L*(Q), se tiene que AVTxk(u) - Vw € L1(Q). Por la
misma razén, el segundo coincide con

(T (u)) - Vw € L*(Q)

puesto que ®(Tx(u)) € L>®(Q)Y. En tercer lugar, w € L*(Q) y u € L*(Q); por
tanto, uvw € L*(Q2). Del mismo modo, fw € L'(Q).

Nota 5.3 Siempre es posible encontrar funciones w como las que aparecen en
la Definicién 5.1. En efecto, basta tomar w = h(u)p donde ¢ € L>®(Q) N H () y
h € Wh*(IR) tiene soporte contenido en [—K, K].
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Demostracién del Teorema 5.1:

Primera Etapa:

Veamos que si u es solucién renormalizada en el sentido de la Definiciéon 2.1,
entonces lo es en el sentido de la Definicion 5.1. En efecto, puesto que cada término
de (2.4) pertenece a H~1(Q), podemos utilizar en la formulacién variacional corre-
spondiente como funcién “test” una funcién w € H(Q) N L>(Q) arbitraria:

/ (AVu - V) 8 (u) + / (V- AVa) 8" (w)w + / 8(u) (B(u) - Vuv)
@ “ @ (5.55)
+/Q(Vu~<1>(u)) ﬁ”(u)w+/ﬂ)\uﬁ’(u)w = /Qfﬁ'(u)w.

Supongamos ademés que Vw = 0 c.p.d. en {x; |u(z)] > K} . Tomemos ' = L,
(dada por (2.11); esta eleccién es licita) y analicemos el comportamiento de cada
término de la igualdad (5.55) cuando n — oo. La primera integral se convierte en

/Q (AVu - Vw) Ly (u) = /QAVu - Vw,

siempre que n > K. La segunda integral puede acotarse como sigue:

1
[ (u- AV wye| < Al ol [ (vul
Q n Jn<|u|<2n

Este ultimo término tiende a 0 cuando n — oco. La tercera integral se escribe

/QLn(u) (®(u) - Vao) :/QfI)(u)-Vw

paran > K. La cuarta integral se anula. En efecto, teniendo en cuenta que Vw = 0
c.p.d. en {z; |u(x)] > K}, tomando n > K e introduciendo

(0,), (s) = /0 ®,(0)L (0)do  VseR

v, = ((\Iln>1 ) (‘Iln)2 DR <\I]n>N) )

tenemos que ¥, (t) = 0 si [t| < n y, ademas,
[ (T o) Ly = [ (7 (w)w
:—/ U,(u)-Vw=0 paran> K.
0

La quinta y la sexta integral de (5.55) convergen hacia la cuarta y la quinta de (5.54)
respectivamente cuando n — +00. Asi pues, cuando n — 400, se obtiene (5.54) y

28



u es solucién renormalizada en el sentido de la Definicién 5.54.

Segunda Etapa:

Reciprocamente, sea u una soluciéon renormalizada en el sentido de la Defini-
cién 5.54. Sea w = ['(u)p donde p € D(Q), f € W**(R) y 3 posee soporte
compacto. Entonces w € Hj(Q)NL>(Q) y

Vw = " (u)pVu+ ' (u)V

Por tanto, si Sop (§') C [—K, K], tenemos que Vw = 0 c¢.p.d. en {x; |u(z)| > K}.
Utilizando w en (5.54), obtenemos facilmente que

/(AVu Vo) A(u) + [ (Vu- AV) 3 ()
+ [ B (@) Vo) + [ (Vu- @) B (u)¢

+4mmmm=¢gﬂwm

Como ¢ € D(R) es arbitraria, resulta (2.4) y u es solucién renormalizada en el
sentido de la Definicién 2.1.

Nota 5.4 De hecho, en la definicién (5.1), no es necesario suponer

1
—/ |Vu|? — 0 cuando n — oo.
n Jn<ju|<2n

Esto resulta de hecho de (5.54) sin mas que tomar w = S,,(u), donde S, es la funcién
definida en (3.21): Se tiene entonces Vw = S/ (u)Vu y, por tanto, Vw = 0 c.p.d.
en {x; |u(x)| > K}. Utilizando esta funcién en (5.54), obtenemos

/ AVu - VuS, (u) + / VS, (1) + A / S /Q £ (1)

El primer término es mayor o igual que « / |Vu|?. El segundo término es
n<|u|<2n
cero aplicando el Teorema de la Divergencia, ya que

O(u) - VuS, (u) = &(Tzn(u)) - VI (u) Sy, (Ton(u)) = V - ¥y (T (u))
para

v, (0= | " B(5)9(s) ds.

El tercer término es no negativo y el cuarto término es menor o igual que n / |f].
|u|>2n
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Veamos a continuacion que la solucion renormalizada es tinica. Llamemos v a la
solucién débil de un problema andlogo a (1.1), donde g € L*(2) ocupa el segundo
miembro. Es decir,

—V - (AVv) =V -®d(w)+ v = ¢ en €,
(5.56)

v € Hi(Q).
En la primera etapa de la seccién 3, hemos visto que el problema (5.56) posee al

menos una solucién v y que v € L>*(Q2), con ||v| g~ < X||g||Loo. Por otra parte, sea

u* una solucién renormalizada de (1.1) y fijemos
K = |||z~ + 1, w = Ys(Tk(u*) —v),

donde 0 < § < 1y %5 es como en (3.25). Tenemos que w € HJ(Q)NL®(Q).
Ademas,

/ * * 1 *
Vw = Z5(Tk (u”) = v)V(Tx (@) = v) = 5 Yz)-oi<aV(Tx (u7) = v)

y Vw =0 c.p.d. en {z; |[u*(z)| > K}. En efecto, para x c.p.d. en Q, si |u*(z)| > K,
entonces al mismo tiempo |Tx(u*)] = K y |v(z)] < ||v||z~ = K — 1; por tanto,
Tk (u*(x)) — v(x)| > 1, el valor de Ly, (u*)—vj<s}(z) es O (recuérdese que § < 1) y
Vw(z) = 0.

Utilizando la Definicién 5.1, deducimos que

/AVu VEs(Tic(u*) — v +/ Vs (Ti () — )

+)\/Qu* 5(Ti (u*) — v) = /ﬂf 5(Tic(u*) — v).
Luego
/ AVTw (u*) - V(T (0*) — v) S5(Twe (u*) — v)

+ [ Tk()) - V(Tic(u') = v) Ty(Tie(w’) = v)

+)\/Qu* S (Twe (u?) — v) :/QfZ(;(TK(u*)—v).

Por otra parte, utilizando la misma funcién w = 35(Tk (u*)—v) en la formulacién
débil de (5.56), se tiene que

/QAVU V(Tg(u) —v) B5(Tk (u") —v)
+ [ ®) - V(Ti(u?) ) ST — v)

+)\/Qv S5(Tie (u*) — v) = /ﬂg S5(Twe (u?) — v).
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Restando estas dos tltimas igualdades, resulta:

| AV(Tic(u) =) - V(T () = ) Tk (') =)
+ [ (@(Tie()) = @(v) - V(Tie(u) = 0) Sy(Tic () —v) (5.57)

A [ (= 0) ST’ = 0) = [ (f = 9) Ba(Tew) = v).

Estudiemos el comportamiento de cada uno de estos sumandos cuando 6 — 0. FEl
primero de ellos es evidentemente no negativo. El segundo coincide con

1

5 Loy ey (PUTH()) = @) V(Ticlu) = 0)

razonando como en la tercera etapa de la demostracion del Teorema 1.1 (ver (3.27)),
llegaremos facilmente a la conclusion de que esta integral tiende a 0 cuando 6 — 0.
Por otra parte, aplicando el Teorema de Lebesgue, vemos que el tercer término
converge hacia

)\/Q(u* —v) sign (Tx(u*) — v).

Pero sign (Tk(u*)—v) = sign (u*—v). En efecto, si |[u*(z)| < K entonces Tk (u*) =
u* y si [u*(z)| > K entonces

sign (Tk(u*) —v) = sign (u*) = sign (u* — v).

Por 1ltimo, observemos que

L = 9)=s(Tutw) =) < [ 1f =gl = 1f = gl
De todo ello deducimos que
Ml =vllpe < |[f =gl (5.58)

y esto debe ser cierto cualquiera que sea g € L>(f2), cualquiera que sea la solucién
renormalizada u* de (1.1) y cualquiera que sea la solucién v de (5.56).
Supongamos ahora que f° estda dada como en la seccién 3 para cada € > 0,
es decir, f¢ = Ty/-(f). Si u® es una soluciéon débil de (3.1)., sabemos que u® —
u en L'(Q) (por ejemplo), siendo u una solucién renormalizada de (1.1). Como
necesarimente
AMlu* = w | <{[f = follee Ve>0,
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se deduce que u* = u, lo que prueba la unicidad de la soluciéon renormalizada.

Nota 5.5 Tomando en (5.58) f = f; y funciones g € L*(£2) que converjan
hacia f», hemos visto ademds que, si f; y fo pertenecen a L'(€) y si u; y us son las
soluciones renormalizadas correspondientes, entonces

Mlur —usl[pr < || fi = follz

Por tanto, la aplicacién f — wu que al segundo miembro de (1.1) le asocia la solucién
renormalizada correspondiente es continua (e incluso Lipschitziana) de L'(€2) en
LY(9).
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